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Most of the inverse problems encountered in geotechnical inverse analysis are illposed, thus some
type of regularization procedure need to be applied. In this presentation, several regularization
procedures are compared through a simple problem, a laterally loaded pile (2.4m long) in ho-
mogeneous sand in a laboratory pit. The regularization procedures employed are the minimum
norm solution based on the singular value decomposition, Kitagawa's solution, L curve method
and the extended Bayesian method (EBM) with ABIC (Akaike Bayesian Information Criterion).
The obtained solutions are compared with the maximum likelihood solution (ML), and char-
acteristic of each type of solution is discussed. Furthermore, the observation noise of different
levels are applied to the original data to see the change of solutions for each method. The
EMB showed superiority to other types of regularization procedure in a sense it automatically
accomplished the best matching between the observation data and the prior information.
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1.　 序 論

1.1　 研究の 目的

最近,性 能設計 の導入や限界状態設計法の普及に よ

り,杭基礎の設計において変形や破壊の予測精度への要

求がますます高ま ってきている.本 研究では,菊 池・高

橋・鈴木(1992)1)に よって運輸省港湾技術研究所で行わ

れた,杭 の横方向か らの載荷試験結果 を用いて,逆 解析

により,地 盤反力係数 を推定する.最 終的な目的は,逆

解析により,よ り精度の高い地盤反力係数の推定するこ

とで,水 平荷重を受 ける杭の変位予測精度 を高めること

である.こ のため本研究では,実 験土槽内で行 われた,

精密 な菊池 らの実験データの解析 をい ろい ろな手法で

行 うことにより,地盤反力係数の逆解析の問題点を明確

にす るとともに,こ の問題点にもっともふ さわ しい逆解

析手法を探 し,次 のシリーズの研究 として予定 されてい

る,多 くの杭水平載荷試験結果の逆解析のための予備的

考察を行 うことであ る.

1.2　 研究の手順

研究の手順は,次 の通 りである.

1.杭 の解析プログラムは,SmithとGriffiths(1989)2)

を基 に作成 した,有 限要素法に よる弾性支承上の

梁解析プ ログラムである.そ して これに港研方式

による地盤反力係数を修正 した ものを,導 入 した.

2.本 研究では,推 定 しよ うとす るパラメー タは2つ

である.こ れ らのパ ラメー タより構成 され る平面

に,評 価関数のコ ンター図を描 くことで,逆 解析の

問題点 を視覚的に捕 らえられ るように し,解 の性

質について考察 した.そ の焦点は,問 題の不適切性

にある.

3.逆 解析の問題点を明 らかに した上で,解 を安 定的

に求め る適切化の方法 について検討 した.こ こで

はその方法 として,特 異値分解法 に基づ く最小 ノ

ル ム解 北川の方法,拡 張ベイズ法,L字 曲線法 を

試みた.

4.最 後に,総 合的な考察を行い,杭 の水平地盤反力係

数 を推 定す る時,用 い るべ き逆解析 の適切化法に

ついて考察 した.

2.　 実 験 デ ー タ の 概 要

本研究では,実 測データとして運輸省港湾技術研究所

の菊池 ・高橋 ・鈴木(1992)1)の 行った,繰 返 し水平載

荷下での杭 の挙動において得 られた結果 を用いて逆解

析を行った.

実験は,運 輸省港湾技術研究所基礎工研究室内の大

型土槽(6m×3m×3m)を 用いて行 われた.採 用 し

たデー タは,菊 池 ら(1992)の 実験の整理番号case2

の ものである.杭 は,抗 張力鋼板(SHY685 ,降 伏点
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σsy=70[kgf/mm2])の 板状で,長 さ:250[cm],厚 さ:

8.4[mm]幅:20[cm]で あ り,EI:3.00×106[kgfcm2]

EZ':6.30×106[kgfcm]で ある.こ こに,EIは 杭の曲

げ剛性,EZ'は 杭 の曲げモーメン ト換算係数である.

使用 した土 は,千 葉県 富津市浅間 山か ら採 取 した

砂(2mmの ふ るい通過)で ある.こ の砂 によ り,層

厚2.25[m]の 地盤 を土層 内に作成 し,杭 の根入れ長 を

2.1[m]と した.杭 は,地 上に40[cm]突 き出 してお り,

25[cm]の 高 さでワイヤーに より水平方向に載荷 した.

載荷は,最 大計画荷重を杭の最終的な挙動が確認できる

まで繰 り返 しかけた.約20[kgf]の 重錘 を所定の荷重

に見合 う個数載せ ることで行 った.

測定項 目は,水 平荷重 を変化 させた時間,荷 重,載 荷

点の杭変位,杭 頭変位,地 表面での杭 の変位,そ して杭

の曲げひずみである.曲 げひずみは,杭 にひずみゲージ

を26点 に取 り付 け,ひ ずみを計測 し,そ のひずみに曲

げモーメン ト換算係数EZ'を 乗 じることで,各 点の曲

げモーメン トを求めてい る.

菊池 ら(1992)は,今 回の実験結果 には,杭 頭荷重 と

杭頭変位の関係か ら港研方式 のS型 地盤 と仮定するの

がよく合い,曲 げモーメン ト分布,地 盤反力分布 につい

ても港研方式のS型 地盤 とす る仮定 と計算近似結果が

比較的よ く合 うとしている.さ らに菊池 らは杭頭変位

に基づいて,Ks=0.010[kgf/cm3.5]を 推定 してい る.

本論文では,こ の値は経験に富んだ技術者が総合的に判

断 して選択 した地盤反力係数値であると考え,こ れを事

前平均値 として逆解析で用いている.

3.　 逆 問 題 の 解 法

地盤工学にお ける逆問題において,解 を得ることが困

難 な場合が多い.こ れは一般 に観測データが,こ れ らの

求めようとす るモデル ・パ ラメータの数に比べ,不 足 し

てい ることが多いこと,ま た観測データのほ とん どの場

合,観 測データにあ る種の偏 りが存在するためである.

これは逆問題 では不適切性,ま たはデータの共線性 とい

う(大 谷他,1997;本 城,1995)3),4).

本章では,こ の不適切性 を解決す るために提案 されて

いる,幾 つかの代表的な解法についてま とめる.な お,

一般の非線形の逆問題を統一的に説明す る理論は
,現 在

の ところ存在 しない.こ こで議論するのはすべて,線 形

の逆問題である.非 線形については,3.4で 議論をする.

3.1　 一般逆行列 と特異値分解

(1)　 一般逆行列

線形の離散型逆解析問題 は,n行m列 の行列方程式

として定式化 され るので,こ の性質 について考察す る

6),7).

(1)

ここに,y:観 測ベ ク トル(n次 元縦ベ ク トル),X,:

観測行列(n行m列),θ:未 知パラメータベ ク トル

(m次 元縦ベク トル)で ある.

この行列方程式の解 の性質につい て,最 も一般 的に

論 じることの出来 るのは一般逆行列の理論 である.次

の4つ の性質の満 たす行列(m行n列)を,行 列Xの

(ムーアペンローズの)一 般逆行列 といい,X-で 表す.

(2)

一般逆行列の理論を用い ると
,行 列方程式y=Xθ の解

の性質 について,系 統的に理解できる.そ の要約 を図-1

と図-2に 示す.

まず,等 式XX-y=yが 成 り立つか否かで,解 の存

在 を調べることが出来 る.解 が存在すれば,行 列方程式

は適合,そ うでなければ不適合 とい う.

行列方程式が適合 と判断 された場合,そ の解 はθ0=

X-y+(Im-X-X)α より得 られ る.こ こに,Imはm

次の単位行列,αはm次 元任意定数ベ ク トルであ る.

更にIm-X-X=0で あ る場合,行 列方程式は唯
一解を持つ .(図-2(a))こ の時,行 列Xが 正方行列で

あれば,正 則行列 なので,X-=X-1で あ る.一 方,

Im-X-X≠0で ある場合,解 は不定 とな り,任 意の

m次 元定数ベク トルαに応 じて無数の解が存在す る.こ

の時特 に,θ0=X-yは,無 数 の解の 中で原点か らの

最小 のノル ムを持つ解である,ノ ル ム最小解 を与える

(図-2(b)).

行列方程式が不適合 と判断 された場合は,最 小 二乗

解 とい う近似解 を与える.こ の時のθ0=X-yは,最

小二乗解 を与 える(図-2(c)).最 小二乗解が不定 となる

場合,θ0=X-yは,そ の中での ノルム最小解 となる

(図-2(d)).

このように一般逆行列の理論は,行 列方程式の解の一

般理論を与 え,線 形方程式の逆行列 においては極 めて

有用である.現 実の逆解析問題 では,推 定す る観測方程

式数nが,パ ラメータ数mよ り多 く,最 小 二乗解 を扱 う

ことが多い.し か しこの時で も観測行列Xの 性質が悪

く,最 小二乗解がほとん ど不安定 とな る場合が多い.
一般逆行列の理論に従えば

,逆解析問題の不適切性 と

は解が不定,ま たはこの状況に近い場合に生ず る問題

であるといえる.即 ち,図-2(b)や(d)の 状況に近い状

況にある時,不 適切性が発生 し,こ の場合解が唯一でな

かった り,観 測値の微少 な変化で,解 が大 きく変動 した

りといったことが起 こる.し か し,観 測行列や観測値に

は数値 として与えられ るので,そ れ らの性質 を判断す る

ことは,容 易ではない.観 測 行列の性質 を判断す るのに

最 も有用な方法の一 は,特 異値分解法であ る.
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(2)　 特異値分解

n×mの 行列Xは,次 の様に特異値分解 され る.

(3)

ここに,Uは,n×n行 列,Vは,m×m行 列で,そ れ

ぞれの行列 の列ベク トルuiとviは 各々正規直交系の関

係 にあるので,

(4)

である.

行列Xの 有効 な ラン クがpで あ るとす る(p≦

min(n,m)).こ の とき,特 異値行列∧は,

(5)

図-1　y=Xθ の解 の性 質分類 のためのフローチャート

実際の数値計算では,特 異値分解 を行なっても特異値

が0に なることはない.相 対的に大きな値 を持つ特異

値に対 して,小 さな値の特異値を0と 見做 し,0で ない

λi(i=1,2,…,p)に 対応す るui,viよ りn×p行 列,

m×p行 列を作 り,対応す るp個 の特異値 を対角要素に

入れたp×p行 列を∧pとす ると,

(6)

更 に,

(7)

よっ て,

(8)

となる.式(8)よ り,θ を直接計算す る行列Vp∧p-1pUTp

は,ム ーア ・ペ ンローズの一般逆行列 といい,式(7)は

前節で述べた一般逆行列の一つの表現である.式(7)が
一般逆行列 であることは

,こ の式が式(3)の4つ の条件

を満 たすことを示す ことにより,簡 単に証明で きる.

図-2　各種解の概念図

図-3　最小ノルム解と北川の解
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(3)　 最小 ノルム解 と北川の方法

前節で,特 異値分解によって不適切な観測行列を適切

化 し,パ ラメー タを推 定す る方法 の大筋について述べ

たが,こ の方法 を用いて具体的な解 を求める方法の内,

ここでは最小 ノルム解 と北川の方法(Bui ,1994)8)を 取

り上げる.両 方法 とも,一 般逆行列の求め方は同じであ

り,次 の通 りである.

STEP1:Xの 特異値分解を行 う.

STEP2:計 算 された特異値の うち,有 意 と考 えられ

る大 きいほ うか らp番 目までの特異値 を選び,こ れ ら

だけよ りなる特異値行列Λpを 作 る.

STEP3:Λpに 基づ く一般逆行列Xp-を 求める.

最小 ノル ム解 と北川の方法 は,こ の先の解法が異な

る.

最小 ノルム解(minimum norm solution):最 小

ノルム解θmnは,以 下のよ うに与え られる:

STEP4mn:

(9)

最小ノル ム解を θの2次 元空間で概念的に示 したのが

図-3で ある.最 小 ノルム解は,許 容 され る解の内で最 も

原点に近いθの組 み合わせ を取る.

北川の方法(Kitagawa's method):北 川 は,θ につ

いて事前情報 θ*が 与えられている場合 ,許 容され る解

の内で,θ*に 最 も近い(ノ ルム最小)解 を取 ることを提

案 した.こ の解は,座 標の平行移動 を考えることによ

り,次 のよ うに求め られ る:

STEP4k:

(10)

天谷 ・原 ・青木(1997)9)は,北 川の方法 と類似の方法

で,平 面画像か ら人体の立体的動きを再現する方法を提

案 している.北 川 の方法の概念図を,図-3に 示 した.

3.2　 拡張ベイズ法

不適切性を克服するための一つの方法 として,事 前情

報の導入 がある.こ れを定式化す るのが,ベ イズ統計学

に準拠 したベイズ法である.先 の特異値分解 に基 づ く

最小 ノル ム解や北川 の方法が,情 報か ら雑音 を省 くこ

とにより解 の適切化 を図っていた とすれば,ベ イズ法 は

雑音を圧倒するような事前情報 を導入す ることにより,

解の適切化 を図 る方法であるといえる.

ところで,デ ータのみ を客観的な材料 と考え,デ ー タ

のみを解析の対象 と考える伝統的統計学 と,事 前分布 を

事象に対す る主観的な確信の度合い とし,デ ータは事前

分布 を更新 してい く材料 であると考えるベイズ統計学

の間には,歴 史的対立がある.前 者は,統 計学はデー タ

のみに立脚 し,デ ー タを解析す る科学である と主張 し
,

後者は,我 々が対象 について持 っている知識 は,現 在与

えられたデータに限 らず,経 験な ど多くの情報の総体で

あるか ら,経験 などの情報 も統計解析に持ち込むべきだ

と主張 してきた.

逆解析 の分野で も,事 前情報に関 しての議論が ある.

逆解析の場合,個 々のパ ラメー タのおお よその値 がわ

かっていて,そ の値 を事前情報 として用い るとしても,

その確信の度合い(具 体的には,θの事前分散 ・共分散

行列Vθ)を 観測デー タ分布の分散 ・共分散行列Vε の大

きさとの兼ね合いで,ど のように決定 したらよいか とい

う問題であ る.事 前分布 と観測デー タは全 く異種の情

報で,相 対的な重み付けを合理的に行 うことは,非 常に

難 しい.

地下水の逆解析で多くの実績 を上げているNewman

は,早 くも1973年,こ の問題を認識 し,彼 が,「 拡張ベ

イズ法」 と名づけた,次 のよ うな評価 関数 を提案 した

(本城,1995)4).

(11)

λ2は,正 のスカラー値で,こ の値で2つ の情報(事 前分

布 と観測デー タ)の 重み を調整す るパラメー タである.

本城(1995)4)は,λ2の 大 きさを赤池ベイズ情報量規

準(ABIC)で 決定す ることを提案 してい る.そ してそ

のABICの 式は次のよ うになる.

(12)

ABICは,最 適 なλの選択及び,い ろい ろな異なった統

計モデル の選択の問題 に,用 いることができる.

3.3　 L字 曲線法

Hansen(1992)10)は,λ2を 変化 させて評価 関数J3の

最小化 を行 ない,そ の結果得 られ た式(11)の 第1項

(y-Xθ)TVε-1(y-Xθ)と 第2項(θ-θ*)TVθ-1(θ-θ*)

を,そ れぞれ を縦横軸 とした平面 にプロ ットした とき,

それがL字 形をした曲線 を描き,そ の角点を最適解 とし

て選ぶことを提案 した.こ の方法についても考察す る.

3.4　 非線形問題の取扱い

これまでは線形の場合について話を進 めてきたが ,現

実問題では非線形問題を扱 うことがほ とん どであ り,本

研究の扱 う問題 もこれになる.非 線形問題の観測方程

式は一般に,

(13)
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ここに,y:観 測ベク トル(n次 元),f(θ):物 理モ

デル式ベク トル(n次 元),θ:モ デルパラメータベ ク

トル(m次 元),ε:誤 差ベク トル(n次 元)(N(0,Vε)

に従 う)で ある.

この時,最 小2乗 法(最 尤法),拡 張ベイズ法のθを

推定す るための評価 関数は,各 々次の ようになる.

(14)

(15)

非線形の問題においても観測データの量や質に問題が

あれば,線 形の場合 と同 じく逆問題は不適切 とな り,上

記の評価関数の解が不安定となるなどの問題を生 じる.

評価 関数の最小化 を行って求めたθの推定値をθとす

るとf(θ)を この解の周 りでテーラー展開 し,そ の第二

項 までを取 って線形化す る.こ の時,感 度行列Xは 次

のよ うにな る.

(16)

非線形問題 においてこの感度行列は,線 形観測方程式

の観 測行列 と同様 に考 えて評価 を行 ってい くのが普通

(とい うよ りは,こ れ以外に他の代替的な方法がないの

が現状)で あ り,本 研究 もこの方法 を用いてい る.

感度行列 を用い ると,非 線形観測行列方程式は,次 の

様に線形化 され る.今,θ を最適解近傍の点 とす ると,

y〓f(θ)+X(θ-θ).従 って,y-f(θ)〓x(θ-θ).こ

こで,δy=y-f(θ),δ θ=θ-θ とお くと,

(17)

式(17)は,θ を一応の解 とした時,そ の残差により,θを

改良す るための調整値δθを求めるために用い ることの

で きる方程式で ある.こ の方程式 に特異値分解 を適用

し,最 小 ノル ム解や北川 の解 を求めることができる.

4.　 解 析 結 果 と考 察

4.1　 2パ ラメータモデルの設置

本研究では,菊 池 ら(1992)1)の 行 った実験結果に基づ

き,地 盤反 力係数 を推 定す る.と ころで,久 保(1964)
5)によって提案 された港研方式の特徴 の地盤反力係数

は,次 式によ り与え られ る.

(18)

こ こに,Ks:港 研 方 式S型 地盤 の地 盤 反 力係 数

[kgf/cm3.5],x:深 度方 向の変位[cm],y:水 平

方向の変位[cm].こ の式は,地 盤反力がyの0.5乗 に

比例 して発揮 され るとしてい る点に特徴が ある.し か

し本研究では,こ の0.5乗 も推定す るべきパラメータと

し,次 式によ り地盤反力係数を表現す る.

(19)

この時,こ のモデルのパ ラメー タはKsと αの2つ

が存在する.2パ ラメータモデルでは,こ れ を2軸 とす

る平面に,目 的関数のコンター,各 種解法によ り与 えら

れた解 をプロッ トす ることができ,問 題の不適切性 も視

覚的に捕 らえることができるなどの利 点がある.

本研究では,精 度のきわめて高い菊池 らの行った実

験データを,2つ のケースについて解析 している.1つ

は,こ の実験データをそのまま使って逆解析を行 うや り

方であ り(4.2節),も う1つ は,こ の実験デ ータにい く

らかの誤差を意図的に付加 し,そ の値 を観測データとし

て用いて解析 を行 ってい る.(4.3節)

菊池 らは,実 験結果 の杭 頭変位 に基づ き,港 研 方

式S型 地盤 にお け る係数K,と α の値 と して,Ks=

0.010[kgf/cm3.5]と α=0.500を 求めてい る.本 研

究では整理の都合上,こ の値 に杭幅20[cm]を 掛けた値

をks=20×Ksと して用いている.従 って菊池 らの求

めた値 は,ks=0.200[kgf/cm2.5],α=0.500で ある。

元々の港研方式の地盤反力係数を求めるときの定数Ks

と,こ れに杭幅20cmを 乗 じたksは,こ の論文では区別

されてい るので,特 に注意 されたい。

本研究では,こ の菊池 らによ り設定された値を,経 験

豊富な技術者が,総 合的な判断によ り設置 した と考 え,

北川の方法,拡 張ベイズ法においては,こ れを事前平均

値 としている.

4.2　 解析結果

(1)　 最小二乗法(最 尤法)に よる解

最小2乗 法の評価関数J1(式(14))の コンター を,

係数ksと パ ラメー タαを2軸 とし示 した(図-4).最 小2

乗法の解(最 小二乗解)は,ks=0.069[kgf/cm2.5],α=

0.619で あった.

コンター図はかな り偏平な形を してお り,評 価関数

J1は,ksの 最適解 に対 しては,き わめて敏感であるが,

αに関 しては鈍感であることがわかる.こ れは,港 研方

式がα を0.5に 固定 してい ることを,正 当化 していると

考えることができる.

なお,こ こで断っておきたいのだが,以 上のよ うな結

果 を見て,杭 の挙動予測精度はksの 値に支配 され,従 っ

て αは,あ る範囲に入 っていれば(例 えば,α=0.5と

しておけば)ど のよ うな値を取 ってもかまわない と判

断 し,こ れ以上逆解析を続けても無駄であ るし,解 析の

必要 も無い と判断す るこ とは,こ の問題に関 しては間

―77―



違えではない.し か し,別 の状況においては2つ のパラ

メータを,こ れ と同様 な条件で決定す る必要がある場

合 がある.(例 えば,2つ の層にまたがって根入れ され

た杭 の,そ れ ぞれの土層のksの 値 を求めるような場合

が,こ れに当た る.)本 研究の問題意識 はそのよ うな場

合の解の求め方にむ しろ興味があり,こ の問題 を本例題

を通 じて考察す ることに狙いがある.

このコンテ クス トで,推 定 しようとしてい る2つ の

パ ラメー タに関する評価関数のコンター図をプ ロット

す るときの,各 パ ラメータの値 のスケー リングについて

議論 しておきたい。正規確率変数 として これ らのパラ

メー タを捕 らえた とき(実 際問題では,正 規性を仮定せ

ざるを得ない。値 を対数変換 して,変 換値が正規分布す

ると言った仮定は,も ちろん許 され る。),そ のもっ と

もふ さわ しいスケー リングの方法 は,そ れぞれのパ ラ

メータをそれ らの平均値 と標 準偏差 により標準化 して

か ら,こ の平面にコンター図を描 くべきであることに議

論の余地 はない。す なわち,{(パ ラメータ値)-(平均値)

}/(標 準偏差)で 計算 した値で,プ ロットを行な うので

ある。

しか し,実 際には解析以前に,そ れぞれのパラメー タ

が どの程度の平均値や標準偏差を持 っているかを事前

に知 ることは,き わめて難 しい。平均値は,経 験的に設

定可能な場合でも,標 準偏差は,経 験的にそのパ ラメー

タが取 る範 囲,そ のモデルに関す る感度 などに影響 さ

れ るので,こ れ を決定する決まった方法は現在存在 しな

い。せいぜい,パ ラメータの常識的に取ると考えられ る

範囲で,適 当に標準偏差を仮定す ると言 うことになると

思われ る。 この研究では,そ れぞれのパラメータの事

図-4　最小二乗法の評価関数コンター図と固有ベクトル

前平均値の3分 の1程 度か ら数倍程度の範囲で,コ ン

ター図をプロッ トした。

スケー リングの問題は,特 異値分解 を行なったときの

特異値の値 とも関係す るので,厄 介な問題である。本研

究の 目的は,あ る程度の不適切性が認 め られ る問題 に

おける適切化 を対象 とし,そ れを視覚的に捕 らえ,説 明

できる例題 を提示す ることをひ とつの大 きな 目的 とし

てい る。常識的なパラメータの値の範囲で,そ のよ うな

不適切性が,幸 いにも表れた格好の例題 となった。以下

の議論で,ス ケー リングの問題には,こ れ以上立 ち入 ら

ない。

(2)　 特異値分解法による解

次に前節 の方法 により求めた感度行列を特異値分解

し,3.3で 説明 した方法によ り一般逆行列を求 める.こ

れ を得 る際に,ノ イズ と思われ る相対的に小さい値の特

異値 を削除 し,一般逆行列Xp-の 作成を行わなければな

らない.本 研究では,パ ラメー タ数 は2つ なので,特 異

値 も2つ 求められ る.こ の とき求め られた特異値 とそ

の固有ベク トルは,次 の通 りである.

まず,特 異値は,

(20)

次に,こ れ に対応する固有ベク トル は,

(21)

図-5　最小ノルム解と北川の解
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特異値 と固有ベク トルの値に注意 してみると,大 きい

特異値 に対応 してい る固有ベク トル は,ほ ぼks軸 に平

行 してお り,ま た小 さい特異値 に対応 している固有ベ

ク トルは,α 軸に平行である.こ れは,図-4の ロンター

図に見たように,評 価関数J1が,ksの 変化には敏感なの

に対 し,α の変化 には鈍感 であ ることと1対1に 対応

している.換 言する と,ksの 値は精度良 く推定される

が,α の推定 された値 は,計 測の少 しの誤差によって も

変動 し,そ の値の正確な推定は困難 であ る.

この時,小 さい方の特異値を削除せず,一 般逆行列を

作成 し求 めた解 と,削 除 して求めた解を図-5に 各々示

す.こ れ らの解 を,前 者 を線型近似最小2乗 解 後者を

最小ノルム解 と呼ぶ。また,こ の節では特に最小2乗 解

を,非 線形最小二乗解 と呼ぶこ とによ り,線型近似最小

2乗 解 とは異なるものであることを強調す る。

この場合条件数 は33.2で あ り,デ ー タの共線性は大

きい とい えないが,最 小 ノルム解 を見 ると,λminを 考

慮す るか否かによって,線 型近似最小2乗 解 とは大き

く異 なることがわかる.こ こで興味深いのは,最 小 ノル

ム解 は先に求めた非線形最小2乗 解 と変わ らない こと

であ る.非 線形逆 問題における最小 ノル ム解の計算で

は,非 線形最小2乗 解で観測方程式を線形化 しているの

で,非 線形最小2乗 解が安定 したものであれば(す なわ

ち,展 開 した非線形最小2乗 解近傍で評価 関数に より

形成 され る曲面が,2次 曲面 と一致 していれば),線 形

近似最小2乗 解 と非線型最小2乗 解は一致すべきであ

る.λminを 入れて得 られた線型近似最小2乗 解は,線

形化近似の影響を受けてい るといえる.あ るいは,こ の

程度の変動 をする不安定な解 といってもよい.
一方
,北川の方法は小さい特異値 を削除した結果得 ら

れ る不定解 の中で,最 も事前情報に近い解を選ぶ.こ の

図-6　λ2に応 じた拡 張ベイズ解 の変化

場合,λminを 削除することにより不定解は非線形最小

2乗 解を通るλminに 対応す る固有ベク トル(-0.10,0.99)

方向の直線上 にあ る.北 川 の解 は,こ の直線上の事前

情報の最 も近い解 となる(図-5参 照).北 川の方法では,

λminが含まれていてもその影響に より,解 はほ とんど

影響 されず,非 常に安定 してい る.

以上より,特異値分解で小 さい特異値の削除を行 うと

い う作業は,非 常に重大な意味があることがわかる.本

例題では,パ ラメータは2つ と非常に簡単な例である.

これが,多 くのパ ラメータを考慮 した時には,こ のよ う

な視覚的な判断は不可能であるが,小 さい特異値 を削除

することにより安定 した解 を得 るロジックは,全 く同様

である.

(3)　 拡張ベイズ法の解

評価関数J3(式(15))を 用い,パ ラメー タλ2を

ABICを 最小化することにより求めた.そ の結果,ABIC

を最小化するのは,λ2=1.0×107で あり,こ の ときのパ

ラメータの値 はks=0.070[kgf/cm2.5]と,α=0.608

であった.

図-6に は,λ2各 々の値 について得 られた解 を,最 小

二乗法(最 尤法)の 評価 関数に よって作成 したコンター

図上に,プ ロットしたものである.こ れによる と,λ2が

小 さい間は,解 は最小2乗 法にほぼ一致す るが,λ2を

徐々に大きくしてい くと解 は,先 に示 した最小の特異値

に対応する固有ベ ク トル(-0.10,0.99)の 方向に動 き始

め,そ れか ら大きく曲線 を描いて,最 終的に事前平均値

に至 る.

このような解の挙動は,非 線形 関数の最適化 手法 とし

て有名なマルカー ト法の解 の収束への軌跡 と酷似 して

いる.そ れは,拡 張ベイズ法のλ2による評価関数の調整

が,マ ル カー ト法の収束安定化 のための評価 関数の

図-7　L字 法による解の選択
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変形 と全 く等価であるためで ある.マ ルカー ト法では,

λ2が 大 きい問は急降下方向へ,λ2小 さくなるに従い,

最小固有値に対応する固有ベ ク トルの方 向へ解の収束

方 向が変わってい くことを示す ことができる(中 川 ・小

柳,1983)7).

(4)　 正字 曲線法の解

図-7に,L字 曲線 を求めた.こ の場合 この曲線は完全

なL字 型 にはならないが,こ れは問題の不適切性(共 線

性)が 弱いため と思われ る.ABICの 最小値 を与える

点は,第1項 が大き く変化す る一つ手前のものである.

五字曲線は,こ のコンター図のような特性 を持つ解の

性質 を,上 手 く捕 らえている.す なわち,観 測データへ

の当てはま りをそれほど犠牲に しない範囲で,推 定値 を

できるだけ事前平均に近付けよ うとしてい るわけであ

る.そ の折衷 の妥協点 としてL字 曲線 の角点を選ぶ と

言 うわけである.

(5)　 各解における計算曲げモーメン ト

事前平均値 と,逆解析により各々算出した解により計

算 した曲げモーメン トを図-8に 示す.こ こで,点 線は菊

池 らの実験によ り得 られた実測値 のモーメン トを表す.

事前平均値 での計算結果に比べ,逆 解析によ りそれ

ぞれ求めた解での計算結果 は,曲 げモーメン ト最大点,

そ してさらに下に現れる曲げモーメン トゼロ点の位置

がほとん ど等 しく,各 々の逆解析の解の確からしさがわ

か る.

4.3　 ノイズ を付加 した観測データの解析

(1)　 数値実験の 目的と方法

ここでは,菊 池 らの行った実験の観測値に意図的にノ

イズ を付加 させて前節 と同 じ逆解析 を行い解 を求めた

結果を考察す る.こ の 目的は,ノ イズの有無ない し大

小 によ り,解 が どの よ うに変動するかを知 るこ とにあ

る.ノ イズの含め方 としては,菊 池らの実験の実測値 を,

各々標準偏差0.10,0.20,0.30で 発 生させた正規乱数に

1.0を 加 えたもの と掛け合わせ,実 測値 を作 り出 した.

(2)　 逆解析の解の変化

図-9に,各 々の実測値 を用いた上での最小二乗 法に

よるコンター図 と,そ こに菊池 らの値 と,各 方法 で求め

た逆解析の解 を示 した.

図-9か ら読み とれるように,(a)か ら(d)に 向か うに

連れ,つ ま りノイズを多 く含むに連れて,コ ンター図は

平滑化 されてい くのがよく分か る.し か し,コ ンターが

平滑になってもその谷 の出現位置 は,ほ とん ど変 わら

ない.

各々の解は,ノ イズが大き くなるに従 って,全 体に谷

沿いにαの値が小 さくなる方 向に移動 してい るのがわ

かる.最 小2乗 法により求めた解は,特 異値分解法によ

り求めた解 に常に等 しい値 をとっている.拡 張ベイズ

法により求めた解 は,最 小2乗 解に近いところから徐々

に離れた.こ れは,コ ンター図の谷の平滑化 に連れ,事

前情報値 の重みが増 し,引 っ張 られてい るこ とによる.
一方北川の解 は

,ノ イズがい くら大きくなって も,ほ

とんど動かない.こ れは,図-9の4つ の コンター図より

明 らかなように,ノ イズの添加 は特異値に対応する固有

ベク トルの方向をほとん ど変化 させ ないためで
,ノ イズ

と判断 され る小 さい特異値を除 くことによって得 られ

る,許 容 され る解の空間の中で,最 も事前平均値に近い

解 を与えるとい う,北 川 の解の性質による.な お,観 測

方程式が線形の場合は,観 測値にノイズを加 えても,特

異値や 固有ベク トル方 向に変化はない。 しか しこの問

題では,観 測方程式 は非線形であ り,非 線形最小2乗 解

は,与 えた ノイズの大きさにより変化す るため,線 形

(a)　事前 平均値 によるモーメント図 (b)　最尤解(最 小二乗解)に よるモーメント区 (c)　北川 の解 によるモーメント図

図-8　各解 により予測されたモーメント図と実測モーメント図
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化近似のためのテーラー展開の展開点が変化するので,

観測行列は変化 し,そ の結果特異値 と固有ベク トル方向

も若干変化す ることに,注 意 を要す る。

5.　 結 論

以上,代 表的な逆解析の5つ の解法を試みて きたが,

本研 究で用いた菊池 らの行った実験値においては,最 小

2乗 解(最 尤解),特 異値分解法による最小ノルム解,,拡

張ベイズ解,L字 曲線法の解は,ほ ぼ等 しい値に解が得

られた.こ れ は,も ともとの観測デー タの精度の良 さの

ためと考えられ る.そ してこれ らの解は,実 測値にノイ

ズを付加 し,そ の割合を増加 させた時,最 小特異値 に対

応 した固有ベ ク トルの方向に徐々に動 き,拡 張ベイズ解

にでは,事 前平均値へその値が引っ張 られてい る方向に

大きく動いた.ま た,北 川 の解については,本 研究で試

みた,い かなる場合で もほとん どその解は変わらなかっ

た.そ の理 由は,上 述 した通 りである.

今回の試みは,非 線形逆 問題における最小2乗 法の

評価関数によって コンター図を描 くことにより現れた,

視覚的に捕 らえられた問題の不適切性(共 線性),そ して

各々の逆解析の適切化法による解の変化,ま たその ノイ

ズの大きさとの関係 など,逆 解析の問題や,各 々の解法

の特徴 を理解す るには,良 い例題になった と思われ る.
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(c)　ノイズを20%付 加したききの解 (d)　ノイズを30%付 卸したときの解

図-9　ノイズの付加による各解の変化
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