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位相数を 2の自然数乗としないM-PSK方式の多次元符号化法と

ビット誤り率特性
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Multidimensional Coding Method and BER Performance of M -PSK

Whose Number of Phases Is Not a Power of 2

Seiichi NODA†a), Yoichi SAITO††, and Teruaki YOSHIDA†††

あらまし 本論文は，位相数M を 2の自然数（n）乗としないM 値位相変調方式（M -PSK：M -Phase Shift

Keying）の実現性と特性を明らかにする．実用上の問題点はM -PSK信号 1シンボルが整数ビットに対応しない
ことにあり，シンボル誤りがビット誤りに単純に変換されない．そこで，ビット誤り率（BER：Bit Error Rate）
特性の理論的下界を示すとともに，TPSK（Ternary PSK）の 3ビット/2シンボル符号化については BERを最
小にする多次元符号化を示す．また，他の M -PSKについては，BER 特性を最小化する観点から，バイナリー
系列を有相関の複数シンボルに変換する多次元符号化の探索アルゴリズムを提案する．これらの符号化により得
られたM -PSK信号の BER特性の理論値を示すとともに，コンピュータシミュレーションにより検証する．こ
の結果，所要 Eb/N0 特性はM = 3 の場合 BPSK や QPSK よりも優れること，M = 5，6，7 の場合 QPSK

と 8-PSK の中間になることなどを明らかにする．以上の結果から，本論文で提案するM -PSK方式は適応変調
方式の選択肢を広げ，例えばディジタルマイクロ波通信方式などにおいて伝送効率，電力効率の向上に有効であ
ることを述べる．
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1. ま え が き

マイクロ波によるディジタル多重無線通信では，こ

れまで，PSK が広く利用されてきた．その変調位相

数M は 2，4，8のように 2の自然数（n）乗に限定さ

れており，1 シンボルが伝送するビット数は 1，2，3

のように自然数となっていた．このために，例えば想

定される伝送帯域幅に対して通信システムに要求され

る伝送容量が QPSKでは不足し 8-PSKでは余剰とな

る場合，これまでは 8-PSK を採用せざるを得なかっ

た．しかし，5，6，7-PSKの選択が可能であれば，伝
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送帯域を有効に使いかつ電力効率も改善できる可能性

がある．

位相数がM �= 2n のM -PSK は，従来実用化され

た例が少ない．シンボル誤り率（SER：Symbol Error

Rate）特性は古くから報告されているが [1], [2]，符号

化を定義してBER特性を発表した例 [3], [4]は少ない．

その理由は，バイナリー情報を複数のシンボルに対

応させる多次元符号化法が確立しておらず，符号化に

よって BER特性が異なるなど，方法論的，理論的解

明がなされていないことが考えられる．また構成面で

は，多次元符号化に伴う変復調回路の複雑さを挙げる

ことができる．これらの理由から，従来の変調方式を

置換するだけの優位性を見出せなかった．しかし，近

年の半導体集積回路の微細加工技術の進歩により，変

復調回路の複雑さは大きな障害ではなくなりつつあり，

実用上の観点からも注目されるようになってきた．ま

た，位相数がM �= 2n のM -PSK を，伝搬路状況に

応じて変調多値数を変化させる適応変調 [5], [6]に適用

することにより，きめ細かな伝送効率，電力効率の設
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定が可能な適応変調方式を実現できる．

また，トレリス符号化変調と多次元符号化を組み合

わせた 2L 次元トレリス符号化 QPSK，8-PSK，16-

PSK等 [7]～[9]が提案されている．これらの方式は誤

り訂正用の冗長度を位相数に含んでおり，誤り訂正符

号化を適用しない場合に比べ信号空間は拡大する．す

なわち，本論文の場合と同じ位相数M で比較すると，

シンボル当りの平均情報量（伝送効率；bit/symbol）

は減少することになる．本論文は，M = 3，5，6，7

とする誤り訂正符号化技術を適用しないM -PSKにつ

いて，送信すべき情報ビットを被変調シンボルに対応

させる多次元符号化法を提案するとともに，その BER

特性を評価する．ここで，多次元符号化とは，複数の

被変調シンボルをひとかたまりの情報ビットとして符

号化するものを指し，必ずしも誤り訂正符号化を伴う

ものではない．

本論文は，M �= 2n のM -PSKについて，BERを

最小化する観点から多次元符号化手法を論じる．2.で

は，M -PSKの構成とそれに必要なパラメータを示す．

3.では，SER及び BERを導出する．また，BERの

最小化に際して必要になる評価パラメータを示す．4.

では，BER 特性の理論的下界を示し，TPSK の最も

単純な場合について BERを最小にする符号化法を示

す．更に，M -PSK の BER を最小化するための多次

元符号化法を提案する．5.では，本手法により得られ

たM -PSKの BER特性の理論式を差動符号化の適用

の有無の条件で示し，コンピュータシミュレーション

により検証する．最後に 6.では，5，6，7-PSKは，伝

送効率に見合った所要Eb/N0によりQPSKと 8-PSK

の中間の特性を実現できることによるメリットを示す．

2. 位相数M を 2の自然数乗としないM-
PSK

2. 1 構 成

バイナリー情報の伝送を前提として，位相数（M）

を 3，5，6，7のようなM �= 2n のM -PSKの構成を

図 1に示す．送信側では，バイナリー情報は，2値/M

値変換された後，M 相位相変調される．受信側では

その逆操作を行う．被変調波は，DM 個のシンボルに

相関をもたせることで，Db ビット情報を伝送してい

る．ここで，Db/DM はほぼ log2 M に等しくかつ超

えない値である．変調速度は，バイナリー情報の速度

の DM/Db になっており，バイナリー伝送に比べて

所要帯域は DM/Db に圧縮されている．また，差動

図 1 位相数 M を M �= 2n とする M-PSK 方式の構成
Fig. 1 Configuration of M-PSK modulation/

demodulation scheme. (M �= 2n)

符号化を行うときには，変復調器の外側にM を法と

する差動符号器（Differential Encoder），差動復号器

（Differential Decoder）を置くことで実現できる．

2. 2 伝送効率と変換損

M 値シンボルの平均情報量はM 個の信号点の発生

確率が等しいときに最大となり log2 M ビットである．

一方，M -PSKはM 値 DM シンボルによってバイナ

リー Db ビットの情報を伝送するため，M 個の信号点

の発生確率に偏りがあり平均情報量は減少する．ここ

で，1シンボル当りの平均情報量を次式で示す伝送効

率（ηT）と定義する．

ηT = Db/DM (1)

M �= 2n の場合，2値/M 値変換後の伝送効率はM

値シンボルの最大伝送効率（log2 M）より小さい．こ

れは，log2 M が整数でないために生じるもので，最

大伝送効率は DM = ∞の場合に達成できる．一般的
に，有限のシンボル数 DM による 2 値/M 値変換で

は伝送効率は低下する．2値/M 値変換による伝送効

率の低下率を，新たに変換損（LC）として，次式で示

すように対数で定義する．

LC = −10 log10(ηT / log2 M) (2)

表 1 に 2 値/M 値変換のシンボル数に対応した ηT

及び LC を示す．例えば，TPSKの場合の最も単純な

構成は，Db = 3，D3 = 2 の場合であり，8(= 23)種

類のバイナリー信号は 9(= 32) 種類の 3 値信号のい

ずれかに対応づけられる．また，5-PSK の場合には，

最も単純な変換は Db = 9，D5 = 4 の場合であり，

ηT = 2.25 bit/symbol，LC = 0.137 dB である．Db
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表 1 M �= 2n とする M-PSK 方式の 2 値/M 値変換
Table 1 Binary/M-ary conversion of M-PSK. (M �=

2n)

を 16 または 23 と大きくするとき，対応する D5 は

各々7，10であり，ηT は 2.28 · · ·，2.30 · · · と大きく
なり log2 5(= 2.321 · · · )に漸近する．そのとき，LC

は 0.068 dB，0.041 dB と小さくなる．一般的に，変

換に用いるシンボル数を大きくすることで，伝送効率

を上げ変換損を小さくすることはできるが，回路は複

雑になる．

3. M-PSKの誤り率特性

3. 1 SERと BER

M -PSKの SER PSER(γ)は，搬送波電力対雑音電

力比（CNR：Carrier to Noise Power Ratio）の真値

を γ として，erfc(·) � 1のときの近似式として次式

で与えられる [10]．

PSER(γ) ≈ SPSK

2
erfc (

√
γ sin(π/M)) (3)

erfc(x) =
2√
π

∫ ∞

x

e−t2dt (4)

ここで，SPSK は隣接する信号点の数である．BPSK

では SPSK = 1，ほかでは SPSK = 2である．erfc(·)
は誤差補関数であり，erfc(·)/2 は一つの隣接信号点
へ誤る確率である．

M -PSK 信号の BER PBER(γb) は，CNR の代わ

りに 1ビット当りの信号エネルギー対雑音電力密度比

(Eb/N0)γb で表せば，erfc(·) � 1 のときの近似式と

して次式を得る．

PBER(γb) ≈ dHavSPSK

2ηT
erfc(

√
ηT γb sin(π/M))

(5)

ここで，dHav は隣接信号点とのハミング距離 dH の

表 2 3 ビット/2 シンボル変換におけるナチュラル符号と
グレイ符号

Table 2 Natural code and Gray code in 3 bit/2 symbol

conversion.

平均値である．位相数が 2，4，8等の PSKにおいて

グレイ符号化したときは，隣接信号点とのハミング距

離は 1になるので dHav = 1である．一方，M �= 2n

のM -PSKでは，次節で示すように dHav ≥ 1であり，

符号化法に依存する．

3. 2 平均ハミング距離 dHav

M -PSK (M �= 2n) を実現するためには，Db ビ

ットのバイナリー系列 b̄ = bDb−1 · · · b2b1b0 (bi =

0, 1) を DM シ ン ボ ル の M 値 系 列 m̄ =

mDM−1 · · ·m2m1m0 (mi = 0, 1, · · ·M − 1) に符号

化する必要がある．バイナリー系列 b̄ 及び M 値系

列 m̄ をそれぞれ 10 進数に変換して等しいとした対

応づけを，本論文では M -PSK (M �= 2n) のナチュ

ラル符号とする．このナチュラル符号をグレイ（交

番 2進）符号に変換した符号を，本論文ではM -PSK

(M �= 2n)のグレイ符号とする．2 シンボルの 3値系

列の場合について，ナチュラル符号とグレイ符号を表

2に示す．

熱雑音環境下では，隣接信号点へのシンボル誤りが

支配的と考えられるので，BERは隣接信号点との平均

ハミング距離で決まる．隣接信号点との平均ハミング

距離 dHav は，M 値系列 m̄ にリー距離（注1）dL = ±1

の誤りが発生した場合のみを考慮して，バイナリー系

列 b̄に生じるすべての誤り系列を調べることで評価す

ることができる．有相関の各シンボルの各信号点に注

目して，隣接信号点とのハミング距離の平均値が dHav

（注1）：要素が q−1以下の非負整数の集合 Zq = {0, 1, · · · , q−1} の
二つの元 uと v のリー距離は，dL(u, v) = min[|u−v|, q−|u−v|]で
定義され，長さ nの二つの系列 u = u1u2 · · · unとv = v1v2 · · · vn

の間のリー距離は，dL(u, v) =
∑

n

i=1
dL(ui, vi)で定義される [11]．

したがって，dL(u, v) ≥ 0 である．一方，位相数を 3 以上とする M-

PSK では，反時計回りと時計回りの信号点に誤る場合がある．本論文
では便宜的にこの二つの場合をそれぞれ dL = +1 と dL = −1 に区
別して論じる．
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表 3 2 値/3 値変換のグレイ符号化における dHav

Table 3 dHav in Binary/Ternary conversion with

Gray coding.

である．

一例として表 3は TPSKの dHav を示している．3

ビットバイナリー系列 (b′2, b
′
1, b

′
0) と 2 シンボル 3 値

系列 (t1, t0)の対応関係を次式で表し，同表の 3ビッ

トバイナリー系列 (b2, b1, b0) は (b′2, b
′
1, b

′
0) をグレイ

符号に変換した符号とする．

b′2 · 22 + b′1 · 21 + b′0 · 20 = t1 · 31 + t0 · 30 (6)

また，表 3には dL = ±1のすべての誤りに対し，対

応するバイナリー誤り系列及びハミング重みを示し

ている．例えば，バイナリー系列の (0, 0, 1) は 3 値

系列 (0, 1)に符号化されて伝送される．3値信号の t1

に dL = +1，t1 に dL = −1，t0 に dL = +1，t0 に

dL = −1の誤りが発生したとき，受信の 3値信号はそ

れぞれ (1, 1)，(2, 1)，(0, 2)，(0, 0)に復調される．こ

れらに対応するバイナリー系列は (1, 1, 0)，(1, 0, 0)，

(0, 1, 1)，(0, 0, 0)である．したがって，誤りベクトル

は，(1, 1, 1)，(1, 0, 1)，(0, 1, 0)，(0, 0, 1)となる．こ

のようにして，符号化されたすべての 3値信号につい

て対応するバイナリー誤りベクトルを求め，その平均

ハミング重みが dHav として与えられる．

一般に，DM シンボルのM 値系列を m̄i (i = 0 ∼
2Db − 1)として，2値/M 値変換の符号化の場合は隣

接信号点とのハミング距離の平均値は次の式で表さ

れる．

dHav=

2Db −1∑
i=0

DM∑
k=1

(
HD+k<m̄i>+HD−k<m̄i>

)
2DbSPSKDM

(7)

表 4 2 値/M 値変換における dHav

Table 4 dHav in Binary/M-ary conversion.

ここで，HD±k < m̄i >は，M 値系列 m̄iと第 kシ

ンボルが dL = ±1異なるM 値系列を想定して，各々

に対応するバイナリー系列間のハミング距離である．

表 4にM -PSKの dHav を示す．この dHav は，M -

PSK DM シンボルのうち 1シンボルにリー距離 1の

誤りが生じたとき，もとの Db ビットバイナリー信号

に発生する誤りビット数の平均値を意味している．ま

た，参考として従来の BPSK，QPSK及び 8-PSKを

示している．この表において，グレイ符号（Gray code）

とナチュラル符号（Natural code）は本節の表 2で示

したように，M -PSK DM シンボルのバイナリー表

現である．グレイ符号の dHav はナチュラル符号のそ

れよりも小さい値を実現している．しかし，変換のシ

ンボル長を大きくしたとき dHav は大きくなり，変換

損は改善されるが符号化としては改善の余地があり

次章で検討する．表 4の下界（Lower Bound），探索

（Search）については後述する．

3. 3 グレイ符号化の BER特性

グレイ符号を適用した 3，5，6，7-PSKの BER特

性を図 2に示す．BER特性は，式 (5)に各々の伝送効

率 ηT と平均ハミング距離 dHav を代入して得られる．

3，5，6，7-PSKの各々の最短シンボル長の変換におい

て，dHavはそれぞれ 1.500，2.818，2.063，2.672であ

る．ここでは，参考として従来の BPSK，QPSK及び

8-PSK の BER 特性も示している．TPSK は BPSK

に比べて 1ビット当りのエネルギー効率の改善が信号

点間隔の縮小による等価的信号電力の減少を上回る．

その結果 Eb/N0 = 7.1 dB付近（BER ≈ 6.8× 10−4）

を境に，所要 Eb/N0 が小さいときには BPSKの特性

が良く，所要 Eb/N0 が大きいときには TPSKの特性
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図 2 グレイ符号を適用したM-PSK の BER特性の比較
Fig. 2 Comparison of BER performance of M-PSK

with Gray coding.

が良くなっている．グレイ符号化TPSKの所要Eb/N0

は，BPSK，QPSKに比べて，BER = 1×10−6点（注2）

で約 0.3 dB優れている．5-PSK，6-PSK及び 7-PSK

は QPSK，8-PSK の中間にあり，ほぼ伝送効率に見

合った所要 Eb/N0 の値となっている．この結果から，

5，6，7-PSK は QPSK と 8-PSK の中間の伝送容量

と所要 Eb/N0 を実現できることを示している．

M -PSK (M �= 2n) の BER 特性の関係は，所

要 Eb/N0 で 1/(ηT sin2(π/M)) 倍，ビット誤り数で

dHav/ηT 倍の関係である．2値/M 値変換においてシ

ンボル長を長くしたときグレイ符号の dHav は大きく，

誤り率の大きい領域での劣化が顕著に現れる．このグ

レイ符号の BER 特性は改善の余地を残しており，次

章以降で BERの改善を検討する．

4. M-PSK における多次元符号化
（M �= 2n）

一般に，M �= 2n のM -PSKでは，BER を最小化

する手法は未だ確立されていない．この多次元符号化

（2 値 Db ビット/M 値 DM シンボル変換）方法に関

して，バイナリー情報 3ビットを 3値情報 2シンボル

に変換する TPSKで，ナチュラル符号化 [3]及び誤り

率最小の符号化 [4] はあるものの，一般的な方法は明

らかになっていない．ここでは，M �= 2n のM -PSK

の多次元符号化に関して，まず dHav の理論的下界を

示し，次に TPSKの最も単純な 3ビット/2シンボル

符号化の場合について dHav の最小値を求める．最後

に，他のM -PSKに関し，dHav の最小値を探索する

ための帰納法的ハミング距離最小化法を提案する．

4. 1 dHav の下界

まず，dHav の下界 d̃Hav を検討する．熱雑音環境下

では隣接信号点への誤りが支配的と考えられるので，

バイナリー系列のビット誤りを最小とするためには，

隣接信号間の平均ハミング距離 dHav が最小となるよ

うに符号化する必要がある．互いに異なるM 個のバ

イナリー系列を環状に配列したとき，隣接するバイナ

リー系列間のハミング距離 dH の最小平均値を dH min

と定義する．M = 2n の場合は，グレイ符号化により

dH min = 1とできる．しかし，一般に dH min ≥ 1で

あり，例えばM = 3の場合，2ビット以上の 3個の異

なるバイナリー系列を環状に配置したとき，隣接する

バイナリー系列間相互のハミング距離の最小値は 1，1，

2である．したがって，dH min は 4/3となる．同様に，

M = 5，6，7のそれぞれについては dH min = 6/5，1，

8/7である．DM シンボルM 値で発生する dL = ±1

のすべての誤りに対し，バイナリー系列でビット誤り

の発生する場合の数は，2DbSPSKDM である．ただ

し，MDM 個のM 値系列の中のMDM − 2Db 個は信

号伝送に用いない．これらの信号伝送に用いないM

値系列は任意にバイナリー系列を割り当てることがで

きるので，そのM 値系列に誤る可能性のある複数の

M 値系列の一つだけはシンボル誤りにおけるハミン

グ距離をゼロにできる．したがって，バイナリー系列

上の誤り系列のハミング重みの総和は，上記の dH min

を用いて dH min{SPSKDM2Db − (MDM − 2Db)}と
表される．この総和を信号ごと，隣接信号点ごと，有

相関のシンボルごとの平均とすることで d̃Hav は次式

で表される．

d̃Hav =
dH min

{
(SPSKDM + 1) 2Db −MDM

}
2DbSPSKDM

(8)

多値数M をM �= 2n とするM -PSK に対して，Db

（注2）：固定ディジタルマイクロ波通信の品質（BER）規格に関して，
ITU-R では回線の瞬断規格を BER = 1 × 10−3 で規定している．
ただし，実際の運用では映像（TV）及びデータの伝送品質を想定して
BER = 1 × 10−6 の品質を目安に設計する場合が多い．
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及び DM を 2 以上の整数として Db/DM を log2 M

にほぼ等しく小さい値として式 (8)は成立する．一方，

従来のM = 2nとするM -PSKに対してもM = 2Db，

DM = 1として，式 (8)は成立する．M = 2から 8と

して各々のM -PSKについて，上式をもとに dHavの下

界を求め表 4の下界（Lower Bound）に示す．M = 2n

のときにはグレイ符号化で dHav = 1 となる．一方，

M �= 2n のときにはグレイ符号化では下界まで小さ

くならない．特に 3，5，7-PSK の変換損の小さい場

合には，グレイ符号化の BERは下界の 3から 4倍で

ある．

なお，信号伝送に用いない非送信 M 値系列

（MDM − 2Db 個）が受信された場合には，シンボ

ル誤りの検出は可能であるが，必ずしも訂正できると

は限らない．つまり，硬判定した結果が非送信信号で

あった場合には，その非送信信号に最もリー距離の小

さいM 値系列が送信されたと考えることが適当であ

るが，リー距離が最小のM 値系列が複数あるときには

常に誤り訂正ができるとはいえない．他方，軟判定し

て最もユークリッド距離の小さい送信M 値系列に判

定し，対応するバイナリー系列に復号することで BER

は改善されると期待される．しかし，非送信M 値系列

の数は，送信M 値系列に対して (MDM − 2Db)/2Db

程度の比率であり，たとえ軟判定しても大きな改善量

は得られない．したがって，本論文では，硬判定し非

送信信号であったときにはいくつかあるリー距離の小

さいシンボル系列に判定して復号する方式を選択して

いる．

4. 2 3ビット/2シンボル最適符号化

式 (8)に示す値は下界を示しており，実際にはこの値

まで小さくできる符号化の存在が証明されているわけで

はない．まず，最も単純な場合として，TPSKの 3ビッ

ト/2シンボル符号化の場合で dHav の最小値を検討す

る．2シンボルの 3値系列を (t1, t0)と表現して，(0, 0)，

(0, 1)，(0, 2)，(1, 0)，(1, 1)，(1, 2)，(2, 0)，(2, 1)と

し，3 ビットのバイナリー系列を (b2, b1, b0) と表現

して，(0, 0, 0)，(0, 0, 1)，(0, 1, 0)，(0, 1, 1)，(1, 0, 0)，

(1, 0, 1)，(1, 1, 0)，(1, 1, 1)とする．3値系列 (t1, t0)に

対してバイナリー系列 (b2, b1, b0)を重複なく割り当て，

非送信信号である (2, 2)に 8種類の任意のバイナリー

系列を割り当てる．この場合の数は，8!× 8 = 322560

通りある．すべての場合について，dHav の値を計算し

た結果，dHav の最小値，最大値を与えるバイナリー

系列 (b2, b1, b0)の配列は各々192通りあり，最小値と

表 5 TPSKの 3ビット/2シンボル符号化における BER

を最小化する符号化
Table 5 Optimal coding of 3-bit/2-symbol coding for

TPSK.

表 6 2 値/3 値変換の BER を最小化する符号化における
dHav

Table 6 dHav in Binary/Ternary conversion with

optimal coding.

最大値は各々21/16 と 33/16 である．dHav の最小値

を与えるバイナリー系列の配列 (b2, b1, b0) を表 5 に

示す．表 5の 4種の配列（Code）において，b2，b1，

b0 を入れ換えることで 6倍，任意の bi (i = 0, 1, 2)に

1を加えることで 8倍となり，192通りとなる．dHav

を最小とする一例として表 5の “Code 2”について誤

りの発生内容を表 6に示しており，dHav = 21/16 で

ある．

4. 3 dHav の最小値の探索

TPSKの 3ビット/2シンボル符号化は，場合の数が

約 3.2× 105 であるため，すべての場合について dHav

の値を計算することが可能である．しかし，TPSKの

11ビット/7 シンボル符号化は，場合の数が少なくと

も 2048! (≈ 1.7× 105894)あり，すべての場合の dHav

1986



論文／位相数を 2 の自然数乗としないM -PSK 方式の多次元符号化法とビット誤り率特性

を計算することは極めて難しい．

そこで，M -PSKのDbビット/DM シンボル符号化

において，dHav の最小値を探索する方法として，次

のような帰納法的ハミング距離最小化法を提案する．

この方法は，Db ビットをM 値 DM シンボルに割り

当てるとき，そのM 値系列と dL = 1 である既決定

のM 値系列に対応するバイナリー系列とハミング距

離の小さいバイナリー系列を候補の中から選択する．

つまり，kをM 値系列でM 進数として次式のように

表す．

k = mDM−1M
DM−1+· · ·+m2M

2+m1M
1+m0M

0

(9)

まず k = 0のM 値系列に対してバイナリー系列を決

定する．次に順次 k 番目（k = 1 ∼ 2Db − 1）のM

値系列に対して k −M0，k − (M − 1)M0，k −M1，

k− (M−1)M1，k−M2，k− (M−1)M2，k−M3，

k−(M−1)M3, · · · , k−MDM−1，k−(M−1)MDM−1

番の既決のバイナリー系列と未割当の各バイナリー

系列とのハミング距離の和を算出し，和が最も小さ

いバイナリー系列を選択する．そのとき，i を 0 か

ら logM k を超えない最大の整数として k をM i+1 で

割った剰余が M i 未満のときは k −M i を除外する

（条件 1：vi = 0）．更に，k をM i+1 で割った剰余が

(M − 1)M i 以上のときは k − (M − 1)M i−1 を追加

する（条件 2：wi = 1）．なお，条件 1は，M 進数 k

のM i の係数が 0のときは k −M i のM 値系列とは

dL = 1を超えるので除外するためである．条件 2は，

M 進数 k のM i の係数が (M − 1) のときは dL = 1

のM 値系列として k−M i に加えて k− (M − 1)M i

のM 値系列を考慮に入れるためである．

［帰納法的ハミング距離最小化法］

Db ビット の バ イ ナ リ ー 系 列 b̄n =

bDb−1 · · · b2b1b0 (bi = 0, 1, n = 0, 1, · · · , 2Db −
1) を，DM シンボルの M 値系列 m̄n =

mDM−1 · · ·m2m1m0 (mi = 0, 1, · · · ,M −
1, n = 0, 1, · · · , 2Db − 1) に符号化する．バイナ

リー系列の選択候補の要素を b̂p(p = 0 ∼ 2Db −1)

とし，b̂p から重複を許さずに選択し b̄k (k = 0 ∼
2Db − 1)を順次決定する．

Step-0 b̂p（2Db 個）から 1 個を選択し，b̄0
とする．

Step-1 b̂p（2Db − 1個）から，下記の評価関

数 λ(b̂p)を最小とする 1個を選択し b̄1 とする．

HD〈x · y〉を x，y のハミング距離として，

λ(b̂p) = (HD〈b̂p · b̄0〉)

Step-k b̂p（2Db − k個）から，下記の評価関

数 λ(b̂p)を最小とする 1個を選択し b̄k (k = 2 ∼
2Db − 1)とする．

λ(b̂p) =

DM−1∑
i=0

(
viHD

〈
b̂p · b̄k−Mi

〉
+ wiHD

〈
b̂p · b̄k−(M−1)Mi

〉 )
ただし，iを 0から logM kを超えない最大の整

数として次のとおりとする．

vi =

{
0 M i > k(modM i+1)

1 M i ≤ k(modM i+1)

wi =

{
0 (M − 1)M i > k(modM i+1)

1 (M − 1)M i ≤ k(modM i+1)

この探索法により求めた 3，5，6，7-PSKの dHav

を表 4の探索（Search）に示す．dHavはグレイ符号の

場合に比べて，40～90%になっている．特に LC の小

さい 5-PSK，7-PSK の場合は，グレイ符号に比べて

ビット誤りの数を 1/2以下にできるため，所要 Eb/N0

を BER = 1× 10−6 点で約 0.3 dB改善できて下界ま

では約 0.1 dBである．

5. BER特性の理論値とシミュレーション
結果

図 3 に TPSK の BER 特性を示す．TPSK の 3

ビット/2 シンボル符号化で BER を最良とする最

良値（TPSK〈Optimum〉）と 11 ビット/7 シンボル

符号化で提案の方法で探索した結果である探索結果

（TPSK〈Search〉）は，BER = 1×10−3ではEb/N0 =

6.8 dB とほぼ同等である．だが，BER = 1 × 10−6

では 11 ビット/7 シンボル符号化の探索結果の方が

約 0.1 dB 優れており，BPSK，QPSK の特性よりも

0.4 dB優れている．更に，11ビット/7シンボル符号化

の探索での dHav は 1.95だが，式 (8)に示す下界に近

い係数 dHav を見出せれば図 3の下界（TPSK〈Lower
Bound〉）に示すように，BER = 1 × 10−6 の所要

Eb/N0 値を更に 0.1 dB改善できる．

4.2で示したビット誤りを最小とする符号化を適用し
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図 3 TPSK の符号化による BER 特性の比較
Fig. 3 Comparison of BER performance of TPSK

depend on coding.

た場合，絶対同期検波 TPSKの BER特性 PBER(γb)

は次式で表される．

PBER(γb) =
7

8
erfc

(√
9γb/8

)
(10)

式 (10) に示す特性はビット誤り数を最小にしている

ので 3 ビット/2 シンボル符号化としては最も優れて

おり，従来発表されている TPSKの特性 [3]に比べて

ビット誤り数で 21/32 倍に小さくなっている．

M = 2n の差動符号化同期検波 PSK では連続する

シンボル間のM を法とする差分演算によって 1シン

ボルに生じた誤りが次のシンボルに波及する．その結

果，リー距離で ±1と ∓1を対とする連続誤りが発生

することによって BER 特性は 2 倍に劣化する [12]．

しかし，差動符号化同期検波 TPSKの場合，多次元符

号化によってシンボル間に相関を有するために，BER

特性は単純に 2 倍とはならない．つまり，差動符号

化により生じる連続誤りが，有相関 2 シンボル間に

発生する場合と有相関 2 シンボル内に生じる場合で，

BER に対する影響が異なる．前者の場合には独立に

2個の誤りが生じた効果となり BER特性は式 (10)の

2倍となる．一方，後者の場合には有相関の第 1及び

第 2 シンボルにそれぞれリー距離で ±1 と ∓1 を対

とする連続誤りが発生する場合の等価的な dHav を算

出する必要がある．表 7に示すとおり等価的な dHav

表 7 連続 2 シンボル誤りにおける dHav

Table 7 dHav in case of continuous symbol errors.

は 33/16 である．例えば，送信シンボル (1, 1) に対

して，シンボル内に (+1,−1) の連続誤りが発生した

場合には受信シンボルは (2, 0) となる．そのとき送

信バイナリー情報は (1, 1, 1)であり，受信バイナリー

情報は (1, 0, 0)であるので，誤り系列は (0, 1, 1)であ

る．これらの有相関シンボル間と有相関シンボル内の

二つの場合は等確率で発生するので，等価的な dHav

は (2× 21/16 + 33/16)/2 = 75/32となる．したがっ

て，差動符号化を施した同期検波 TPSKの BER特性

PBERD(γb)は次式で表される．

PBERD(γb) =
25

16
erfc(

√
9γb/8) (11)

差動符号化 TPSK の BER 特性は，差動符号化を適

用しない BER 特性の 2 倍にならない．その理由は，

TPSKは有相関の複数シンボルでバイナリー情報を伝

送しており，差動符号化で生じる ±1と ∓1を対とす

る連続誤りの影響が，単独の誤りの 2倍より小さいた

めである．

TPSK及び 6-PSKのBER特性を差動符号化の適用

の有（e/w DIFF）及び無（w/o DIFF）で図 4に示す．

理論的特性を線で示し，シミュレーション結果を●，◆，

�，�で示している．なお，参考のために 8-PSKの特

性を併せて示す．TPSKの BER特性は式 (10)及び式

(11)に示すとおりである．TPSKと 6-PSKは，各々3

ビット/2シンボル符号化と 5ビット/2シンボル符号化

で，M 値の dL = 1の誤りに対してハミング距離の平

均値を最小とする符号化を適用している．差動符号化を

適用しない場合のBER = 1×10−6点での所要Eb/N0

は，QPSK，8-PSKが各々10.5 dB，13.9 dBであるの

に対して，TPSK，6-PSKは各々10.2 dB，12.5 dBで
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図 4 TPSK 及び 6-PSK の BER 特性の理論値とシミュ
レーション結果

Fig. 4 Theoretical performance and simulation re-

sults of BER performance of TPSK and 6-

PSK.

ある．

Eb/N0 で測定した TPSK の BER 特性が，BPSK

のそれに比べて優れていることは，古くから知られて

いる [13]．その量は変換損が小さくかつEb/N0 が十分

に大きい条件で log2 3 · sin2(π/3)倍（約 0.75 dB）で

ある．本論文では変換損を許容した簡易な 3ビット/2

シンボル符号化の TPSKでも BER = 1× 10−6 点で

BPSKよりも Eb/N0 で約 0.3 dB優れていることを示

した．この理由は，TPSKはBPSKに比して信号点間

隔の縮小による等価的な電力減少量 sin2(π/3) = 3/4

を考慮してもエネルギー効率が 1.5 倍あるために，1

ビット当りのエネルギーが (3/2) × (3/4) = 9/8 倍

（約 0.51 dB）優れているためである．ただし，BPSK

は隣接信号点へのハミング距離を最小値 1にできるが

TPSKは最小値 1にできない．この効果で劣化し全体

では BER = 1× 10−6 点で，TPSKの BPSKに対す

る優位性は約 0.3 dBとなる．

6. M-PSKの適用領域（M �= 2n）

各変調方式のBER特性から，所要Eb/N0 と伝送効

率の関係を図 5に示す．BER = 1× 10−3 と 1× 10−6

の所要Eb/N0をそれぞれ◆，�で示している．TPSK，
5-PSK，6-PSK は表 1 における最も簡易な符号化と

図 5 M-PSK 方式の伝送効率と所要 Eb/N0 の関係
Fig. 5 Transmission efficiency vs. required Eb/N0 of

M-PSK.

してそれぞれ 3/2，9/4，5/2 符号化を適用している．

7-PSK は表 1 における 8/3 及び 11/4 符号化を示し

ている．参考に M = 2n とする M -PSK の特性を

◇，�で示す．この結果，伝送効率と所要 Eb/N0 の

観点から TPSK は BPSK よりも優れており，5，6，

7-PSKはQPSKと 8-PSKの中間に位置する特性であ

ることが分かる．ただし，6-PSKの BER = 1× 10−6

点は QPSK と 8-PSK の対応する点を結んだ線から

ηT = 2.5の線上で約 0.3 dB劣化している．主な劣化

要因は変換損であり，変換損を小さくして改善できる．

ディジタルマイクロ波通信において伝送容量R [bit/s]

を伝送帯域W [Hz]で伝送することを想定する．従来，

R/W がほぼ 2 [bit/s/Hz]の領域ではQPSK（ηT = 2）

は帯域制限の実現性で適用が難しいために 8-PSK

（ηT = 3）を適用せざるを得なかった．しかし，6-

PSK（ηT = 2.5）を適用すれば 8-PSKを適用する場

合に比べて，所要 Eb/N0 で約 1.4 dB改善できる．こ

の改善量は送信電力の低減，伝搬距離の増加，伝送品

質の改善等に貢献できる．

適応変調への適用の観点では，例えば 8-PSK は

QPSK より所要 Eb/N0 を約 3.4 dB 増加させること

により，伝送容量を 50%増加することができた．この

系列に 6-PSKを加えることで，QPSKを基準にして

所要 Eb/N0 約 2.0 dBの増加で，25%の伝送容量増を

実現できる．したがって，適応変調の変調要素として

活用することで，システムとしての伝送容量を増加で

きることが期待される．
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7. む す び

本論文では，位相数がM �= 2n のM -PSK の構成

方法を示し，BER 特性を改善する多次元符号化法を

提案した．特に TPSKについては，ビット誤りを最小

にする 3ビット/2シンボル符号化の具体的手法を示し

た．この符号化を用いて，TPSK及び 6-PSKの理論

値を示すとともに，コンピュータシミュレーションで

検証した．その結果，TPSK は BPSK，QPSKに比

べ BER = 1 × 10−6 における Eb/N0 で約 0.3 dB優

れていることを明らかにした．また，変換損の少ない

5-PSK，7-PSK に適用した場合には，グレイ符号に

比べて所要 Eb/N0 を BER = 1× 10−6 点で約 0.3 dB

改善できることを明らかにした．

M -PSK（M �= 2n）の適用領域として，ディジタル

マイクロ波通信分野の例を示した．つまり，伝送帯域

に対する伝送容量の比がほぼ 2の領域で 6-PSK を適

用することで周波数帯域を有効に使い電力効率を改善

できることを示した．更に，6-PSKはQPSK，8-PSK

に比べ伝送効率と所要 Eb/N0 特性で中間の特性，す

なわち QPSK を基準に所要 Eb/N0 約 2.0 dBの増加

で伝送効率 25%の改善を実現できるため，適応変調の

一つの選択肢として有効であることを示した．

本論文で提案した手法により，変調位相数を選択す

る自由度が増えることとなり，これまでその適用が見

送られていたディジタルマイクロ波通信方式などへ

の位相数をM �= 2n とするM -PSK の適用が期待さ

れる．
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